
发现学习　自主建构　提升素养
———以“平面与平面垂直的性质定理”为例

王　娜　（江苏省苏州工业园区星海实验中学　２１５１２４）

　　与传统的学习形式相比，发现学习注重建构而
不是接受，主张以小组为单位，团队合作，以探究作
为主要方式，让学生亲自参与所学知识体系的建构，

自主发现，自主成长．学生能够领悟定理教学中所蕴
含的数学思想方法，形成理解和分析问题的学科思
维能力是数学核心素养形成的最高表现．［１］因此，数
学定理的教学要以学生为本，在教师的引导下开展
发现学习，在创造、建构、合作、发现的过程中，培养
直觉思维和内在机制，提升学生的数学核心素养．
笔者于２０２１年５月参加了苏州市高中数学优质

课的比赛，课题为人教Ａ版“８．６．３面面垂直的性质
定理”（第一课时）．下面以发现学习为导引，呈现本
节课的教学过程．

１　 教学内容简介
“平面与平面垂直的性质定理”是人教Ａ版第八

章第六节中的内容，是直线与平面位置关系中的最
后一节．此时，学生的知识积累、解决问题的方法都较
为丰富，所以本节内容充分类比直线与平面垂直性
质定理的研究方法，借助创设的辅助线和面，通过特
殊位置关系的研究获取性质定理和结论．本节课的重

点是平面与平面垂直性质定理的发现与探索过程，

难点是研究图形几何性质的一般思路和方法．

２　 教学内容预设
本节课设置了学生感兴趣的生活情境 ———《山

河令》主题演唱会的舞台实景图片，让学生直观感知
情境中所蕴含的数学问题，通过小组合作研究，抽象
出数学模型，提出猜想并严谨论证，培养学生自主探
究、团队合作的能力．类比直线与平面垂直性质定理
的研究方法，通过直观感知、操作确认、推理证明，获
得平面与平面垂直的性质定理，享受由具体实例的
直观感受与逻辑推理的严谨论证所带来的数学之美．

３　 教学过程
３．１　 设置情境 ——— 复习中引入
问题１　 前面我们学习了线面垂直的性质定

理，即垂直于同一平面的两条直线平行．我们是如何
研究线面垂直的性质的？

生：在线面垂直的条件下，去寻找新的命题．我
们添加了新元素（线和面），新元素与已知的线面具
备特殊的位置关系，比如线在面内、线在面外、平行、

垂直等，由此获得了性质定理和结论．

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
愉快、欢悦、幸福，这是思维的表情．要让学生思维能
力发展起来，首先就要让他们愉快起来、自由起来、

主动起来，有了愉快的心态、自由的氛围、积极的参
与才可能有思维火花的闪现．学生的思维之火被点
燃了，课堂也就有了灵动的旋律和七彩的光芒［４］．若
干年后，许多数学的概念、定理、公式、方法等将会逐
步被遗忘，但由这些知识所产生的数学思维将会伴
随学习者一生，这就是数学知识焕发的生命力．

３　 结束语
文［５］提出，教师应该在更新教学理念、领悟数

学本质、改变教学行为、提高课堂实效等方面下足工
夫．笔者认为，领悟数学本质、改变教学行为、提高课
堂实效等的关键在教师，教师教育理念的更新能促
使教师教学行为改变，教师教学行为改变能促进课
堂改革的落实，课堂改革的落实能促进课堂产生活
力；课堂有活力，学生就有活力，学生有了活力，学生
思维才能得到发展．《高中数学课程标准２０１７版》特

别强调，教师要创设合适的教学情境，提出合适的数
学问题，引导学生思考与交流，促进每个学生主动
地、生动活泼地发展．打破“求同”，敢于“求异”；不受
定式的影响，不受传统的束缚；思考、解决问题要多
角度、多因果、多方位．课堂才能不断地生成智慧，也
才能具有生命的活力．
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师：很好，以上就是线面垂直性质的探究方法．
设计意图 　 复习直线与平面垂直的性质的研

究过程，强化研究方法，让学生体会研究线面的平
行、垂直的判定定理与性质定理，就是研究元素由少
到多、由简单到复杂的过程．类比研究的过程和方
法，为学生探究面面垂直的性质做好铺垫．
问题２　 上节课我们已经学习了面面垂直的判

定定理，那么在两个平面互相垂直的条件下，我们又
可以研究哪些性质？

设计意图 　 学生通过前面七个定理的探究与
学习，具备了一定的数学素养，故本节课采用小组讨
论、合作研究的方式：研究的对象由学生提出，内容
由学生发现，方法由学生讨论，使其经历“直观感知、

操作确认、推理证明”的历程．
３．２　 知识构建 ——— 合作中生成
教师展示几幅图片，看看这几幅图片能否给学

生带来一些启示．

图１

师：刚刚结束的五一小长假期间，我们苏州热度
最高的当属“《山河令》主题演唱会”．图２、图３就是
演唱会现场的舞台实景．请同学们结合图片看看这
对我们研究面面垂直的性质带来哪些启示．

图２　　　　　　　　　　 图３

（以小组为单位，相互协作，合作探究．此时课堂
气氛活跃．之后由小组代表展示成果．）

设计意图 　 从学生感兴趣的话题切入，使其体
会舞台实景中蕴含的数学问题．突出发现与体验，培
养学生直观想象、数学抽象等素养．
小组１成果展示：

生：我首先发现了地面与舞台背景面垂直，而在
背景面射出的灯光有水平的、斜着的、竖直的，那么
就可以把地面和背景面抽象成两个互相垂直的平

面，把灯光抽象成直线．
师：你能将上述问题抽象为数学问题吗？

生：如果两个平面α和β互相垂直，直线ｂ在平

面β内，那么它与另一个平面α 会有怎样的位置
关系？

生：我们小组共画出了四种情况，所以我们觉得
可以分成四类：图４，ｂα；图５，ｂ∥α；图６，ｂ与α相
交；图７，应该是垂直．
师（追问）：两个平面垂直，当直线ｂ满足什么条

件时可以得到特殊的位置关系？

生：图５，ｂ∥ａ，可证ｂ∥α；图７，ｂ⊥ａ，猜
想ｂ⊥α．

图４　　　　　　　　　 图５

图６　　　　　　　　　 图７

师：那么我们就可以猜想，两个平面垂直，如果
一个平面内有一直线垂直于这两个平面的交线，那
么这条直线与另一个平面垂直．
设计意图 　 课堂展示的过程是学生感知发现、

抽象猜想的过程．通过小组交流，组内成员共享经验，

抽象出数学问题，并提出猜想．这一过程体现了“直观
感知、操作确认”在发现图形位置关系中的作用，有
利于提升学生数学抽象、直观想象等数学素养．
师（追问）：猜想的条件和结论分别是什么？能

否用符号语言表示出来？能否证明？

以小组为单位继续讨论，教师巡视，之后投影学
生的书写过程并由学生讲解自己的思路．
条件：α ⊥β，α ∩β ＝ａ，ｂ β，ｂ ⊥ａ．结

论：ｂ⊥α．
生：要证线面垂直，就要找到面内的两条相交直

线与已知直线垂直，而ｂ⊥ａ，故只要再找到一条直
线与ｂ垂直即可．再联想到条件α⊥β，由面面垂直
的定义可以知道二面角的平面角为直角，所以就想
到要去构造二面角的平面角，即在两个半平面内分
别作棱ａ的垂线，这样就构造出了一条直线与ｂ垂
直，于是得到了线面垂直．
设计意图 　 在学生提出猜想后，引导其将猜想

的条件和结论用符号语言表示出来，为面面垂直的
性质定理作好铺垫，再通过小组讨论，合作探究，整
理证明过程，并由学生讲解自己的证明思路，提高其
表达能力和抽象概括能力．
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师：非常好！小组１的同学借助背景面中不同
方向的光线，研究出与地面的位置关系．从实际模型
中抽象出具体的数学问题，猜想后给出了严谨的论
证（此时教室里响起了掌声）．这就是平面与平面垂
直的性质定理，请同学们分别用文字语言、图形语
言、符号语言来表示．
设计意图 　 通过三种语言的转换，帮助学生更

好地理解性质定理，培养抽象概括的能力．
（板书）用三种语言表示平面与平面垂直的性

质定理．
小组２成果展示：

生：性质定理中，在一个平面内作交线的垂线，

垂直于另一个平面．我们小组想问：如果背景面中射
出的光线垂直于地面，该光线是否一定在背景面
中？也就是说，经过一个平面内的一个点作另一个
平面的垂线，是否在第一个平面内？

师：你能将上述问题抽象为数学问题吗？

生：如果两个平面α和β互相垂直，对于平面α
内的点Ｐ，如果过点Ｐ向平面β作垂线ａ，那么直线ａ
与点Ｐ 所在的平面α有什么位置关系？

图８　　　　　　　　　 图９

猜想：如果两个平面垂直，那么经过第一个平面
内的一点作垂直于第二个平面的直线，该直线在第

一个平面内．
师（追问）：猜想的条件和结论分别是什么？能

否用符号语言表示出来？能否证明？

设计意图 　 类比性质定理的研究历程，结合图
形（图８、图９），把猜想的条件和结论用符号表示出

来，强化三种语言的相互转化，再通过小组合作探
究，培养学生严谨的逻辑思维能力．
师（追问）：经过一点有几条直线与已知平面

垂直？

师：我们知道，过一点有且只有一条直线与已知

平面垂直，所以若过一点有两条直线与平面垂直，那
么这两条直线重合．
以小组为单位继续讨论，教师巡视之后投影两

位学生的书写过程，整理如下：

条件：α⊥β，Ｐ ∈α，Ｐ ∈ａ，ａ⊥β．
结论：ａα．
生１的证明过程如下：

证明：如图１０，设α∩β＝ｃ，过点Ｐ在平面α内

作ｂ⊥ｃ．
因为α⊥β，α∩β＝ｃ，ｂα，ｂ⊥ｃ，所以ｂ⊥β．
又因为ａ⊥β，而过一点有且只有一条直线与平

面β垂直，所以ａ与ｂ重合．

图１０　　　　　　　　 图１１

生２的证明过程如下：

证明：如图１１，假设ａα，则ａ与α 相交．设

α∩β＝ｃ，过点Ｐ 作ｂ⊥ｃ．
因为α⊥β，所以ｂ⊥β．
又因为ａ⊥β，所以ａ∥ｂ．
这与ａ ∩ｂ＝ Ｐ 矛盾，即假设不成立，所

以ａα．
师：请仔细观察两位同学的证明过程，并思考其

证明的方法以及使用定理的条件是否完备．
生：在方法２中，使用面面垂直的性质定理时，

需满足四个条件，该同学漏掉了ｂα．
师：很好！也就是我们证明命题时要规范书写．
设计意图 　 对比展示两位学生的证明过程，生

１用的同一法，生２用的反证法，在展示与纠错的过
程中暴露学生的思维，在规范书写的同时使其体会、

反思和总结条件的完备性．
板书（略）．
小组３成果展示：

生：刚才我们研究的都是从背景面中射出的灯
光．事实上，舞台的上方也有从不同的角度射出的灯
光．如果射出的灯光与地面具有特殊位置关系，那么
灯光与背景面是否也有特殊的位置关系呢？

师：你能将上述问题抽象为数学问题吗？

生：两个平面垂直，如果直线不在两个平面内，

当直线与其中一个平面具有特殊位置关系，即平行
或垂直时，能得到哪些结论？

图１２　　　　　　　　 图１３

生１：（猜想）如图１２，已知平面α⊥平面β，直线
ａ⊥β，ａα，则ａ∥α．
生２：（猜想）如图１３，已知平面α⊥平面β，直线

ａ∥β，ａα，则ａ⊥α．
生３：我觉得生２的猜想是错误的，直线ａ可以
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旋转，与平面α的关系不确定．
师：说得很好！通过举反例，说明该猜想是错误

的，即当直线ａ∥β时，由于ａ是可以旋转的，所以并
不能确定与平面α的关系．
设计意图 　 探究的过程，不仅仅是发现新性质

的过程，也是一个发现错误、找到思维漏洞以及提升
思维严谨性的过程．在相互讨论中进行思维的碰撞，

在反例教学中培养思维的严谨性．
３．３　 演练提升 ——— 思考中深化

　 图１４

例题　如图１４，已知ＰＡ⊥
平面ＡＢＣ，平面ＰＡＢ ⊥ 平面

ＰＢＣ，求证：ＢＣ⊥ 平面ＰＡＢ．
设计意图　使用性质定理

的关键是在一个平面内找到或

作出交线的垂线，同时引导学
生体会面面垂直、线面垂直、线
线垂直的相互转化，掌握研究直线、平面位置关系的
重要方法 ——— 转化法．
３．４　 课堂小结 ——— 回顾中提炼

（１）知识框架

图１５

（２）思想方法：分类讨论、类比、转化与化归．
设计意图 　 通过小结，回顾本课所学知识以及

本章的知识框架，掌握线线、线面、面面位置关系之
间的相互转化，培养学生反思和总结的意识和习惯，

体会立体几何研究的内容和方法，同时也帮助学生
将所学知识系统化、结构化，掌握学习方法．
３．５　 课后拓展 ——— 类比中研究
师：类比线面垂直性质定理的探究历程，我们研

究了面面垂直的性质定理及结论，请同学们课后思
考并探究：两个平面垂直，如果将问题３中的直线换
成平面，当第三个平面与已知两平面具有特殊位置
关系，即平行或垂直时，又能得到哪些结论？

学生课后探究成果如下：

成果１：如图１６，已知平面α，β，γ，且α⊥β，γ∥
α，则γ⊥β．
成果２：如图１７，已知平面α，β，γ，且α⊥β，γ⊥

β，α∩γ＝ｌ，则ｌ⊥β．
成果３：已知三个平面两两垂直，则三条交线也

两两垂直．

图１６　　　　　　　　　　 图１７

４　 教学反思
４．１　 注重培养团队协作，提升合作能力

“群体动力”理论认为：在一个合作性的集体
中，具有不同智慧水平、不同知识结构、不同思维方
式的成员聚集在一起，相互依赖，建立“利益共同体”

并成为其中一员，可用集体的力量共同完成学习任
务，并形成一个密不可分的整体，相互启发，相互补
充，在思维的碰撞中产生新的认识．发现学习注重团
队协作、注重探究、注重学生的感知与操作，是主动
认识、主动发现的过程，是将学生已有的知识和经验
结合起来，类比研究的方法与历程，自主提出问题、

解决问题．
４．２　 注重训练直觉思维，培养直观想象
直觉思维的结果属于合情推理，所得结果未必

正确，但可以充分调动学生的积极性，使其认真思
考，经过反复的推理和归纳，去验证猜想的合理性和
正确性，在创造性思维的关键阶段起到重要的作用，
为逻辑推理提供研究的方向，也为直觉思维转化为
逻辑思维提供有力前提．徐利治教授曾指出：“数学
的直觉是可以后天培养的，是可以通过训练提高
的．”因此，在引导学生进行发现学习时，教师可以根
据教学内容的不同，设置合适的情境来培养学生的
直觉思维，肯定学生的灵感和猜想，及时给予鼓励，

因势利导，解除疑惑，使学生通过自己的直觉获取成
功的喜悦．
４．３　 注重妙用错误财富，促进动态生成
华罗庚说过：“天下只有哑巴没有说错过话；天

下只有白痴没有想错过问题；天下没有数学家没算
错过题的．”本节课是在平面与平面垂直条件下研究
性质，教师预设了发现学习中可能出现的错误，并思
考相应的策略，巧妙利用错误财富，合理地进行引
导，让学生经过质疑、思考的认知冲突，促进课堂的
动态生成．整个教学过程是开放的，需要不断调整，
生成目标．在本节课的成果展示中，小组２第２位学
生的证明过程不严谨，小组３第２位学生的猜想错
误，这都与教师的预设不谋而合．
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